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t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ✈❡♥❛♥t ❞❡ X ❡t ❞❡✉① ❞❡ Y ✳ P♦✉r
❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ s❡✉✐❧ ❡st ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❧❡
r❛♣♣♦rt ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s✉r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❡①❛❝t❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❝r✐t✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ m/ log(n)✳
❆❞r❡ss❡s ✿
◆❛❞✐❛ ❈r❡✐❣♥♦✉
❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡ ■■
▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❋♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡
❋❛❝✉❧té ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ▲✉♠✐♥②
✶✻✸✱ ❛✈✳ ❞❡ ▲✉♠✐♥②
❋✲✶✸✷✽✽ ▼❛rs❡✐❧❧❡ ❝❡❞❡① ✾✱ ❋r❛♥❝❡
❊✲♠❛✐❧ ✿ ◆❛❞✐❛✳❈r❡✐❣♥♦✉❅❧✐❞✐❧✳✉♥✐✈✲♠rs✳❢r
❍❡r✈é ❉❛✉❞é
❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡ ■
▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡✱ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t Pr♦❜❛❜✐❧✐tés
❚❡❝❤♥♦♣ô❧❡ ❈❤❛t❡❛✉✲●♦♠❜❡rt
✸✾✱ r✉❡ ❋✳ ❏♦❧✐♦t ❈✉r✐❡
❋✲✶✸✹✺✸ ▼❛rs❡✐❧❧❡✱ ❋r❛♥❝❡
❊✲♠❛✐❧ ✿ ❞❛✉❞❡❅❝♠✐✳✉♥✐✈✲♠rs✳❢r
❯✇❡ ❊❣❧②
❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❲✐❡♥
■♥st✐t✉t ❢✉r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s②st❡♠❡ ✶✽✹✴✸
❋❛✈♦r✐t❡♥str❛ß❡ ✾✲✶✶
❆✲✶✵✹✵ ❲✐❡♥✱ ❆✉str✐❛
❊✲♠❛✐❧ ✿ ✉✇❡❅❦r✳t✉✇✐❡♥✳❛❝✳❛t
<❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❦r✳t✉✇✐❡♥✳❛❝✳❛t✴st❛❢❢✴❡❣❧②✴>
❙❡ss✐♦♥ ✿ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❏♦✉r♥é❡s ▼❆❙ ✷✵✶✵✱ ❇♦r❞❡❛✉①
❘❛♣❤❛ë❧ ❘♦ss✐❣♥♦❧
❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙✉❞ ✶✶
❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❇ât✐♠❡♥t ✹✷✺
❋❛❝✉❧té ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❞✬❖rs❛②
❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙✉❞ ✶✶
❋✲✾✶✹✵✺ ❖rs❛② ❈❡❞❡①
❊✲♠❛✐❧ ✿ r❛♣❤❛❡❧✳r♦ss✐❣♥♦❧❅♠❛t❤✳✉✲♣s✉❞✳❢r
<❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳✉✲♣s✉❞✳❢r✴⑦r♦ss✐❣♥♦✴>
❙❡ss✐♦♥ ✿ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❏♦✉r♥é❡s ▼❆❙ ✷✵✶✵✱ ❇♦r❞❡❛✉①
❙❡ss✐♦♥ ✿ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
▲❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ❝♦✉✈r❛♥ts ♠✐♥✐♠❛✉①
♣❛r ◆✐❝♦❧❛s ❇r♦✉t✐♥
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❝♦✉✈r❛♥t ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣♦♥❞érés
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡♥
❞é♣✐t ❞❡ ❧❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣❧♦❜❛✉① r❡❧✐és
❛✉① ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞❡① ❞❡ ❲✐❡♥❡r ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♦♥t q✉❛♥t à
❡✉① été très ♣❡✉ ét✉❞✐és✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
❞✐st❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦♥❞éré ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❆❞r❡ss❡ ✿
◆✐❝♦❧❛s ❇r♦✉t✐♥
■◆❘■❆
■◆❘■❆ ❘♦❝q✉❡♥❝♦✉rt ✲ Pr♦❥❡t ❆❧❣♦r✐t❤♠s
✼✽✶✺✸ ▲❡ ❈❤❡s♥❛②✱ ❋r❛♥❝❡
❊✲♠❛✐❧ ✿ ♥✐❝♦❧❛s✳❜r♦✉t✐♥❅✐♥r✐❛✳❢r
<❤tt♣✿✴✴❛❧❣♦✳✐♥r✐❛✳❢r✴❜r♦✉t✐♥✴>
❙❡ss✐♦♥ ✿ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❏♦✉r♥é❡s ▼❆❙ ✷✵✶✵✱ ❇♦r❞❡❛✉①
❙❡ss✐♦♥ ✿ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❚❤❡ ✇❡❛❦ ❧✐♠✐t ♦❢ ❇♦❧t③♠❛♥♥ r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣s ♦♥ ❞✐✲
❧✉t❡❞ ❣r❛♣❤s
♣❛r ❈❤❛r❧❡s ❇♦r❞❡♥❛✈❡✱ ▼❛r❝ ▲❡❧❛r❣❡ ❡t ❏✉st✐♥ ❙❛❧❡③
❆ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♥♦♥✲
❛❞❥❛❝❡♥t ❡❞❣❡s M ⊆ E✳ ❚❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡
z > 0 ♦♥ G ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ❢♦r ❛♥② ♠❛t❝❤✐♥❣ M ♦♥ G✱
P(Mz
G
= M) =
z|V |−2|M |
PG(z)
, ✇✐t❤ PG(z) =
∑
M
z|V |−2|M |.
❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ Mz
G
❛s |G| → ∞✳ ❙♣❡❝✐✲
✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❣r❛♣❤ s❡q✉❡♥❝❡ (Gn)n≥1 ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ tr❡❡ T ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ Mz
Gn
❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ t♦ ❛ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞ r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ MzT ♦♥ T ✇✐t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛❧
♠❛r❣✐♥❛❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐tM0T = limz→0M
z
T ❡①✐sts ✐♥
s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ❛♥ ❡①tr❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ T ✐t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ✇❡❛❦ ❧✐♠✐t
♦❢ ❛ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ Gn✳ ❲❤❡♥ t❤❡ (Gn)n≥1 ❛r❡ r❛♥❞♦♠
❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇❡❛❦❧② t♦ ❛ ●❛❧t♦♥✲❲❛ts♦♥ tr❡❡✱ t❤❡ ❧✐♠✐t t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❝❤❛✲
r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s♦❧✈❡✳ ❲❡ t❤✉s
♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ s✐③❡ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛t❝❤✐♥❣
♦♥ Gn✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❛t ♦❢ ❑❛r♣ ❛♥❞ ❙✐♣s❡r ❢♦r ❊r❞ös✲❘é♥②✐ ❣r❛♣❤s✳
❆❞r❡ss❡s ✿
❈❤❛r❧❡s ❇♦r❞❡♥❛✈❡
❈◆❘❙ ✫ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡
❯▼❘ ✺✷✶✾ ■♥st✐t✉t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡
✶✶✽ r♦✉t❡ ❞❡ ◆❛r❜♦♥♥❡
✸✶✵✻✷ ❚♦✉❧♦✉s❡ ✲ ❋r❛♥❝❡
❊✲♠❛✐❧ ✿ ❝❤❛r❧❡s✳❜♦r❞❡♥❛✈❡❅♠❛t❤✳✉♥✐✈✲t♦✉❧♦✉s❡✳❢r
<❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳✉♥✐✈✲t♦✉❧♦✉s❡✳❢r✴⑦❜♦r❞❡♥❛✈❡✴>
▼❛r❝ ▲❡❧❛r❣❡
➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ■◆❘■❆
■◆❘■❆ ✲ Pr♦❥❡t ❚❘❊❈
✷✸✱ ❛✈❡♥✉❡ ❞✬■t❛❧✐❡
❈❙ ✽✶✸✷✶
✼✺✷✶✹ P❛r✐s ❈❡❞❡① ✶✸
❊✲♠❛✐❧ ✿ ♠❛r❝✳❧❡❧❛r❣❡❅❡♥s✳❢r
<❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❞✐✳❡♥s✳❢r✴⑦❧❡❧❛r❣❡✴>
❙❡ss✐♦♥ ✿ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❏♦✉r♥é❡s ▼❆❙ ✷✵✶✵✱ ❇♦r❞❡❛✉①
❏✉st✐♥ ❙❛❧❡③
➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ■◆❘■❆
■◆❘■❆ ✲ Pr♦❥❡t ❚❘❊❈
✷✸✱ ❛✈❡♥✉❡ ❞✬■t❛❧✐❡
❈❙ ✽✶✸✷✶
✼✺✷✶✹ P❛r✐s ❈❡❞❡① ✶✸
❊✲♠❛✐❧ ✿ ❥✉st✐♥✳s❛❧❡③❅❡♥s✳❢r
❙❡ss✐♦♥ ✿ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
